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Abstract

Fazemos uma discussao nao rigorosa sobre o rigor matematico.

1 Introducao

Existem varios contextos onde rigor ndo é bem-vindo. A matemaética,
entretanto, é uma ciéncia rigorosa, por definicdo. Quando falamos em
matemaética, falamos em formalizac¢ao rigorosa.

Suponha que desejamos um procedimento para encontrar nimeros primos.
Nao precisa ser todos; mas que seja sempre uma forma de gerar novos
ntmeros primos. Os nimeros que sao primos, vocé sabe, sdo aqueles que
sao filhos de sua tia. Claro que ndo. Sao aqueles que vém primeiro.
“Primo” em portugués é o premiere francés; o prime inglés.

Eis aqui uma estoria real. Quando o Criador resolveu construir os niimeros,
ele fez o 2 primeiro, depois o 3, e depois o 5. Ele ndo se preocupou com
0 4 porque ele notou que bastava bater com sua varinha duas vezes no
2 que la estaria o 4. Do 5, ele pulou pro 7 porque ele sabia que para
o 6 bastava bater com sua varinha no 2 e no 3 e l4 estaria o 6. Com
excecao do zero e do um, que sao criacoes especiais do Criador, todos os
nimeros naturais sao expressos como um produto de nimeros primos; eis
ai o teorema fundamental da aritmética — uma parte dele. Entao 2 = 2,
3=3,4=2x%x2,5=56=2x3,7=7, .., 10=2x25, .. Note que os
nimeros naturais sao expressos ou por eles proprios, ou por um produto
de ntimeros anteriores cujos produtos sao eles proprios — sao primos.

Mas enfim. Se tenho o 2 e o 3, posso gerar um novo primo fazendo
(2x3)+1=7 05 ficou pra tras, mas o 7 é primo. Com o 2, 3, 5
e 7 posso inventar o (2 X 3 X 5 X 7) + 1 = 211; varios primos ficaram
para tras, mas o 211 é primo. Com o 2, 3, 5, 7, e 11 posso inventar o
(2x3x5x7x%x11)+1 = 2311 que é primo. Comego a achar que este é um
procedimento que sempre me dard ntmeros primos. Mas como sou um
rapaz latino americano, resolvi dar uma queixadinha e exigir uma prova.
Entao vamos construi-la.

O que é preciso? Queremos provar que se pegamos um produto de nimeros
primos sequenciais — 2 X 3 X ... X p, — e adicionamos 1, obtemos um
novo primo. (Note que o produto usa todos os primos existentes entre
2 e pn, inclusive; é o que quis dizer com “sequénciais.”) Como faremos?



Vamos escrever esse produto de nimeros primos, de forma genérica; assim
pl X p2 X ... X pp; dai adicionamos 1 & expressao, e ai damos um nome a
expressao; um nome como M, e ai damos uma analisada em M. Como M
é um numero natural, ele sera primo ou nao; se nao for, estaria provado o
contrario do que desejamos; se for, missdo cumprida. Entao vamos.

Proposicao 1.1. Considere o nimero natural
M= (p1 X p2 X ... X pn) + 1,

onde cada p; é um nimero primo. Afirmamos que M é primo. (Note
que “p;” € uma forma de representar qualquer um desses primos; ou seja,
qualquer um entre p1,p2, ..., pn- A idéia da notacao é que o i é um variavel

que toma os valores 1,2,3,4,...,n.)

Prova. Como todo natural, M é primo ou ndo é. Suponha que ele nao
seja primo. Isto significa que algum p; é divisor dele. Isto é, ou p1 ou
P2 Ou ... ou pp (pelo menos um deles) vai dividir M de tal forma que a
divisdo resulta num ntimero inteiro, assim como 6 +~ 3 = 2. Se dividimos
M por p1, obtemos
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S6 que 1/p; ndo é inteiro. Entdo M/p: ndo é um ntimero inteiro, e logo
p1 nado é divisor de M. Talvez ps seja; talvez ps ... Entretanto, vocé pode
observar que ap6s a divisao sempre restard a soma com 1/p;, e como 1
dividido por alguma coisa nunca é um ntmero inteiro, essa divisao nunca
sera exata. Logo, nenhum desses primos dividem M, e entdao M é primo.

Mas supomos que M nao era primo. Isto é, estamos com o fato de que M é
primo e ao mesmo tempo nao é primo. Temos uma contradigao derivavel
da suposi¢do de que M ndo é primo. Entao esta suposigdo é absurda.
Logo, M é primo. O

Mas veja, o nimero 13 é primo, e (2x 3 x5 x 7 x 11 x 13) +1 = 30031 =
59 x 509. Ou seja, 30,031 ndo é primo. E preciso haver algo errado na
nossa prova, ou estamos com sérios problemas.

Note que 59 e 509 sao primos maiores que 2, 3, 5, 7, 11 e 13. Ou seja,
os primos que utilizamos para construir 0 novo primo nao sao apenas
os tinicos possiveis divisores dos nimeros que construimos. Nossa prova
tacitamente assume este fato com “[i]sto significa que algum p; é divisor
dele.” E nao é verdade isso como 30031 demonstra. Isto é, ha outros
nimeros além dos p; que podem ser divisores do nimero M construidos
apenas com um produto de p; adicionado com 1. Eis a surpresinha do
Criador.

Entao os estudantes de matematica ficam sempre muito suspeitos e atentos
as suposi¢oes, que muitas vezes vém implicitas nas coisas que dizemos.
Assim, na matematica existe todo um rigor que ajuda a expor o que esta
envolvido para que nada passe desapercebido.



2 Falando em produtos...

Falemos em somas. Suponha que queiramos somar os nameros 1, 2, 3, 4,
..., 5064. Todos eles. Seria um &rduo trabalho. Vamos dar uma olhada
no que seria necessario para somar 1, 2, 3, ..., 10. Escrevemos a soma.

142434+4454+64+7+8+9+10
Observe que 10 + 1 = 11. Reescrevemos a soma.
11+243+44+54+6+74+8+9
Observe que 9 + 2 = 11. Reescrevemos a soma.
11+11+34+4+54+64+7+38
Observe que 8 + 3 = 11. Reescrevemos a soma.
NM+11+11+44+5+6+7
Observe que 7 + 4 = 11. Reescrevemos a soma.
11+11+114+114+5+6
Observe que 5 + 6 = 11. Reescrevemos a soma.
11T+11+114+11411

Desejavamos somar 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Reescrevemos a soma em
termos de niimeros 11. Houveram 5 deles. O 10 casou com o 1, 0 9 com o
2,08 como3,07como4,o06comob. 5 vezes 11 da 55. Esta é a soma.

Desejavamos somar 10 nimeros. 10 é par. Nenhum nimero ficard sem seu
casal, porque ha um nimero par de nimeros. Sempre que houver uma
quantidade par de nimeros em sequéncia — como acima —, podemos
casar o tltimo com o primeiro, e reconsiderar o problema. Casando todos
eles, havera um ntmero de casais equivalente & metade da quantidade de
nimeros que tinhamos.

Agora, se o tultimo da lista é, por exemplo, o 10, como acima, e o primeiro
é 0 1, entdo os casais vao sempre formar 11. Como haverdao 5 casais,
teremos uma soma equivalente a 5 vezes 11 que é 55. Isto é, a soma de
14+2+...+10é& 11 x (10 + 2).

Dessa forma, podemos conjecturar (isto ¢, chutar!, em matematiqués) que
uma soma de 1+ 2 + ... + 5064 vai ser 5065 x (5064 + 2). Vocé acha que
isso vai dar certo? O resultado seria 12,824,580. Doze milhdes e alguma
coisa. Perguntando a minha calculadora, ela diz que

> (foldl + O (build-list 5064 (lambda (x) (+ x 1))))
12824580

Parece bom. Mas o fato é que estamos traumatizados com a catastrofe an-
terior. O rigor matemaético, entretanto, exige um argumento mais sofisti-
cado — chamado de prova por indugao matematica — para que encer-
remos a questao. De qualquer forma, estamos sugerindo que tais somas
podem ser representadas por uma férmula como

142434+ ...+n=(n+1)x(n/2).



Veja que aparentemente ela funciona. Se n = 1, entao temos 1 =2 x 1/2;
sen =2, temos 1+2=3x1/1;sen =3, temos 1 +2+3 =4 x 3/2.
Todos esses funcionam. Funciona também o caso n = 5064.

Note ainda que durante nosso raciocinio, consideramos apenas n sendo
um nimero par; 3 é impar e ainda assim parece funcionar; veja que n = 5
também funciona. Isto é, por algum mistério, até a soma dos ntimeros
1,2,3,4,5,...,n onde n é impar parece respeitar a formula. E, de fato,
funciona para todos os nimeros naturais. Este é um caso onde o resul-
tado é positivo. Mas, enfim, devido a tanta surpresinha do Criador, os
matemaéticos agora estdo todos mais rigorosos, e assim a matematica fica
também muito mais divertida — outra surpresinha do Criador; quem diria
que rigor seria qualquer coisa divertido?



